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Chapitre 1I.

Rappels de mécanique analytique et de thermodynamique.

1.1.1. Rappel de mécanigue analytique.

Soit un systéme ayant un nombre fini de degrés de liberté. En général,
ce_systéme sera formé de N particules (des atomes ou des molécules). Habituelle-

ment, le systéme est décrit dans un espace & 6 N dimensions, l}espace de phase

formé des p; et g, i variant de 1 & 3 N. Mais les trajectoires dans 1'espace

de phase ne nous disent rien sur 1'éguation horaire du point qui décrit le

systéme. Aussi, est—il plus utile de considérer 1'espace des &tats formé des

Pi et ql.et_de t, espace que nous noterons r.

L'état du systéme est représenté par un point de ™ et 1'évolution

du systéme est entidrement décrite par une courbe, solution des équations

canoniques :
o = 2o . 28
i 7 oa 3qt
(1.1)
. i
.1 _ dg . i
4 = dat .
i
oi H = H(p., ql,t) est 1'hamiltonien du systéme.

L4

Si H ne dépend pas explicitement du temps, on a :
s 2H _ o
H = 3t 0 3

on interpréte H comme 1'€nergie du systéme.

Nous appelierons les trajectoires qui satisfont (1.1) des mouvements,

afin de les distinguer des autres courbes possibles.



L'exemple de 1l'oscillateur harmonique illustre la différence de
description entre les mouvements dans r et leurs projections

dans 1'espace de phase. (Voir figs. 1 et 2)
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Fig.2. Le systéme lui-méme



Les équations (1.1) peuvent &tre déduites d'un invariant relatif,

1'invariant de Cartan. Pour cela, considérons une courbe fermée C dans | ' et

soit :

8¢ = (§C( Zpi dqi - H at) (1.2)

Si nous déplagons les points de C le long de mouvements, 1l'intégrale
(1.2) prise le long de la nouvelle courbe fermée C' ainsi obtenue, est

inchangée. En d'autres termes :

i —

+ fig. 3

L'expression invariante SC est appelée 1'invariant relatif de

Cartan, le qualificatif relatif indiquant que 1'invariance n'a lieu gue

pour des courbes fermées.



Démonstration :

Donnons-nous une famille différentiable de courbes C dans r :
i i
p, =2 (A, ¥) 5 o =q (A,Y); t=t(A,Y)
0 Ag 1, 0« Y& 1,

et supposons gque :
a) pour ¥ constant, A décrit la courbe C. Comme C est fermée,

on a les conditions suivantes :
p.(0,¥) = p(L,Y¥) 5 (0,¥) = ¢ (1,%) 5 w0, ¥) = 5(1,Y).

b) pour A constant, ¥ décrit un mouvement.
Si d est'le symbole de différentiation & ¥ constant (i.e le long de

C) et § celui & A constant, nous avons :

A=l '
5, (¥ )= (Z_pidql—Hdt)
A=0 1
et
A=1
85,0 ¥) = [_Zspidql + 5 p; sda* - §E at - Héat] (1.3)
A =0 1 *
ol i :
ol dg*t = 2% gM(X,¥ dax

A

§q°

i
_%'g'f' ql(A sx)Sx

Les dérivées &tant supposées continues, nous pouvons intervertir detd dans (1.3).

A:J_ . .
SSC(‘«’) = SA . [5_1_( 8.pi dqf +p, d $q%)- pHAL - Hd&t] (1.4)



En intégrant par parties (sur d) et en remarquant que les termes intégrés

ne donnent aucune contribution, nous obtenons :

Asl

SSC(K)= ' ' [Z(Spidqi—dpisqi)— §Hat + dH 6t]
A=0 1

(On peut aussi obtenir cette derniére expression de SSC( ¥ ) en soustrayant
a4 lintégrant de (1.4) la différentielle exacte d(Ipi SQF- HEt). )
ou )
an = T 28 dp. + z"b-—I-qui+"b—Hdt
dp x ¥t dt
D'oud
=1

§5,(¥) = 12 8o, + 285e) ag
A=0 ¥

+ 2 (—3qi +—§§.1- ) dpi

1

+ (- 6H +%%—5t) dt] : (1.5)

§ étant la variation le long de mouvements, nous avons, en vertu des équations

canoniques (1.1) :
680(‘6):0

Mais réciproquement, si nous nous donnons une famille de trajectoires
telles que pour toute famille de courbes fermées C, SSC(X) = 0, alors ces tra-
'jectoires sont des mouvements, c'est-a-dire satisfont aux &quations (1.1).
En effet, 1l'intégrale (1.5) n'est identiquement nulle que si chaque terme de
1'intégrant est nul, car on peut déformer la courbe au voisinage d'un point.

(voir fig. 4)
















































